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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 18 îêòÿáðÿ 2010 ã.

Ðàññìîòðåíû êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáî-

ðîê. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîñòîÿòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êðèòåðèè Ñìèðíîâà è Ëåìàíà – Ðîçåíá-

ëàòòà. Ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòîâ è ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ ýòèõ êðèòåðèåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåïàðàìåòðè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè; ïðîâåðêà îäíîðîäíîñòè; êðèòå-

ðèé Ñìèðíîâà; êðèòåðèé òèïà îìåãà-êâàäðàò.

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [1 – 3], ïðèìåì ñëåäóþ-

ùóþ ìîäåëü ïîðîæäåíèÿ äàííûõ. Ýëåìåíòû ïåðâîé

âûáîðêè x1, x2, ..., xm áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëü-

òàòû m íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé íåêîòîðîé ÷èñëîâîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x ), íåèçâåñòíîé ñòàòèñòèêó, à ýëåìåíòû âòîðîé âû-

áîðêè y1, y2, ..., yn — êàê ðåçóëüòàòû n íåçàâèñèìûõ íà-

áëþäåíèé äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñ ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ G (x ), òàêæå íåèçâåñòíîé ñòàòèñòèêó.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íàáëþäåíèÿ â îäíîé âûáîð-

êå íå çàâèñÿò îò íàáëþäåíèé â äðóãîé, ïîýòîìó âûáîð-

êè è íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Ïîíÿòèå «îäíîðîäíîñòü», ò.å. «îòñóòñòâèå ðàçëè-

÷èÿ», ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíî â òåðìèíàõ âåðîÿò-

íîñòíîé ìîäåëè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàèâûñøàÿ

ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè (àáñîëþòíàÿ îäíîðîäíîñòü)

äîñòèãàåòñÿ, åñëè îáå âûáîðêè âçÿòû èç îäíîé è òîé

æå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ò.å. ñïðàâåäëèâà íóëå-

âàÿ ãèïîòåçà

H0: F (x ) = G (x ) ïðè âñåõ x.

Îòñóòñòâèå àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî

âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé

H1: F (x0) � G (x0)

õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà x0. Åñëè ãèïî-

òåçà H0 ïðèíÿòà, òî âûáîðêè ìîæíî îáúåäèíèòü â

îäíó, åñëè íåò — òî íåëüçÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ïðîâåðÿòü

ñîâïàäåíèå íå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, à ëèøü íåêî-

òîðûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y — ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ìåäèàí, äèñïåðñèé, êîýôôè-

öèåíòîâ âàðèàöèè è äð. [2, 3].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîëîãèåé ïðèêëàäíîé ñòà-

òèñòèêè åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðåêîìåí-

äóåìûé äëÿ ìàññîâîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèé

êðèòåðèé àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè áûë ñîñòîÿòåëü-

íûì, ò.å. äëÿ ëþáûõ îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x ) è G (x ) (äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè

ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû H1) âåðîÿò-

íîñòü îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû H0 ñòðåìèëàñü ê åäèíèöå

ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìîâ âûáîðîê m è n. Èç ïåðå-

÷èñëåííûõ â ðàáîòàõ [1, 3] êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè

ñîñòîÿòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äâóõâûáîðî÷íûå

êðèòåðèè Ñìèðíîâà è îìåãà-êâàäðàò (Ëåìàíà – Ðî-

çåíáëàòòà). Ïðîâåäåííîå â Èíñòèòóòå âûñîêèõ ñòà-

òèñòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé è ýêîíîìåòðèêè ÌÃÒÓ èì.

Í. Ý. Áàóìàíà èññëåäîâàíèå ìîùíîñòè (ìåòîäîì ñòà-

òèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé) êðèòåðèåâ îäíîðîäíîñòè

(ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x ) è G (x )) ïîäòâåðäèëî ïðåèìóùåñòâî êðèòåðèåâ

Ñìèðíîâà è îìåãà-êâàäðàò è ïðè ìàëûõ îáúåìàõ âûáî-

ðîê (6 – 12). Îäíàêî óêàçàííûé âûâîä íå áûë ïîäêðåï-

ëåí àëãîðèòìàìè ðàñ÷åòîâ è ïðàâèëàìè ïðèíÿòèÿ ðå-

øåíèé äëÿ îòìå÷åííûõ êðèòåðèåâ. Ýòèì âîïðîñàì è

ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Êðèòåðèé Ñìèðíîâà îäíîðîäíîñòè

äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê

Êðèòåðèé ïðåäëîæåí ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ

Í. Â. Ñìèðíîâûì â 1939 ã. [4]. Åäèíñòâåííîå îãðàíè-

÷åíèå — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x ) è G (x ) äîëæíû

áûòü íåïðåðûâíûìè.

Ñîãëàñíî Ë. Í. Áîëüøåâó è Í. Â. Ñìèðíîâó [4],

çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷-

êå x ðàâíî äîëå ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé â âûáîðêå,

ìåíüøèõ x. Êðèòåðèé Ñìèðíîâà îñíîâàí íà èñïîëüçî-

âàíèè ýìïèðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fm(x ) è

Gn(x ), ïîñòðîåííûõ ïî ïåðâîé è âòîðîé âûáîðêàì ñî-
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Èíñòèòóò âûñîêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé è ýêîíîìåòðè-

êè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòå-

òà èì. Í. Ý. Áàóìàíà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ;
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îòâåòñòâåííî. Çíà÷åíèå äâóõâûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêè

Ñìèðíîâà

D F x G x
m n

x

m n,
| ( ) ( )| �sup

ñðàâíèâàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êðèòè÷åñêèì çíà÷å-

íèåì [4] è ïî ðåçóëüòàòàì ñðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò èëè

îòêëîíÿþò ãèïîòåçó H0 î ñîâïàäåíèè (îäíîðîäíîñòè)

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè çíà÷åíèå äâóõ-

âûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêè Ñìèðíîâà Dm,n ðåêîìåíäóåòñÿ

[4] âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì
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— ýëåìåíòû

ïåðâîé x1, x2, ..., xm è âòîðîé y1, y2, ..., yn âûáîðîê, ïåðå-

ñòàâëåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ïîñêîëüêó ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x ) è G (x ) ïðåäïîëàãàþòñÿ íå-

ïðåðûâíûìè, òî âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ êàêèõ-ëèáî

âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü, êàê è â ðàáîòå [2], äàíû äâå âû-

áîðêè. Ïåðâàÿ ñîäåðæèò m = 12 ýëåìåíòîâ: 17; 22; 3; 5;

15; 2; 0; 7; 13; 97; 66; 14; âòîðàÿ — n = 14 ýëåìåíòîâ:

47; 30; 2; 15; 1; 21; 25; 7; 44; 29; 33; 11; 6; 15. Ïðîâåäåì

ïðîâåðêó îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ

âûáîðîê ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà.

Ïåðåñòàâèì ýëåìåíòû ïåðâîé è âòîðîé âûáîðîê â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 0 < 2 < 3 < 5 < 7 < 13 < 14 < 15 <

< 17 < 22 < 66 < 97 è 1 < 2 < 6 < 7 < 11 < 15 = 15 < 21 <

< 25 < 29 < 30 < 33 < 44 < 47. Ýëåìåíòû âòîðîé âû-

áîðêè ïåðåñòàâëåíû, òî÷íåå, â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ,

ïîñêîëüêó äâà ýëåìåíòà ñîâïàäàþò. Ñ òî÷êè çðåíèÿ

òåîðèè âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ðàâíà

0, íî èç-çà íåèçáåæíûõ îêðóãëåíèé îíà ïîëîæèòåëüíà.

Ïîñêîëüêó ñîâïàäåíèé ìàëî (êàê âíóòðè îäíîé âû-

áîðêè, òàê è äëÿ ýëåìåíòîâ ðàçíûõ âûáîðîê), òî èñ-

ïîëüçîâàíèå òåîðèè, îñíîâàííîé íà íóëåâîé âåðîÿò-

íîñòè ñîâïàäåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðîê, ÿâëÿåòñÿ äî-

ïóñòèìûì.

Ðàñ÷åò çíà÷åíèé ñòàòèñòèê D
m n,
� è D

m n,
� öåëåñî-

îáðàçíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ íàìè

òàáë. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Áåðÿ ìàêñèìóì ïî ñòîëáöó 6 òàáë. 1, ïîëó÷àåì,

÷òî D
m n,
� = 0,167. Òàêîâ æå ìàêñèìóì è ïî ñòîëáöó 9,

êàê è äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûì
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Òàáëèöà 1. Äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè D
m n,
�

Íîìåð ýëåìåíòà

â îáúåäèíåííîé

âûáîðêå

Ýëåìåíòû

âûáîðîê x

Íîìåðà

âûáîðîê
F

m
(x ) r�n r�n – F

m
(x ) G

n
(x )

s

m

� 1
G x

s

m
n
( ) �

� 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 1 0 0 0 0

2 1 2 0,083 0,071 –0,012 0

3 2 1 0,083 0,071 0,083 –0,012

4 2 2 0,083 0,143 0,06 0,071

5 3 1 0,167 0,143 0,167 –0,024

6 5 1 0,25 0,143 0,25 –0,107

7 6 2 0,333 0,214 –0,119 0,143

8 7 1 0,333 0,214 0,333 –0,119

9 7 2 0,333 0,286 –0,047 0,214

10 11 2 0,417 0,357 –0,06 0,286

11 13 1 0,417 0,357 0,417 –0,06

12 14 1 0,5 0,357 0,5 –0,143

13 15 1 0,583 0,357 0,583 –0,226

14 15 2 0,583 0,429 –0,154 0,357

15 15 2 0,583 0,5 –0,083 0,357

16 17 1 0,667 0,5 0,667 –0,167

17 21 2 0,75 0,571 –0,179 0,5

18 22 1 0,75 0,571 0,75 –0,179

19 25 2 0,833 0,643 –0,19 0,571

20 29 2 0,833 0,714 –0,119 0,643

21 30 2 0,833 0,786 –0,047 0,714

22 33 2 0,833 0,857 0,024 0,786

23 44 2 0,833 0,929 0,096 0,857

24 47 2 0,833 1,0 0,167 0,929

25 66 1 0,833 1,0 0,833 0,167

26 97 1 0,917 1,0 0,917 0,083



âûøå ðàâåíñòâîì (1). Â òàáë. 2 ìàêñèìóì ïî ñòîëáöó 6

ðàâåí 0,262, êàê è ìàêñèìóì ïî ñòîëáöó 9 [ñì. ôîðìó-

ëó (2)]. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3) çíà÷åíèå äâóõâûáîðî÷-

íîé ñòàòèñòèêè Ñìèðíîâà

Dm,n = max(0,167; 0,262) = 0,262.

Â ñïðàâî÷íèêå [4] (ñì. òàáë. 6.5à) ïðèâåäåíû êðè-

òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ äâóõâûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêè

Ñìèðíîâà, ñîîòâåòñòâóþùèå îáû÷íî èñïîëüçóåìûì

óðîâíÿì çíà÷èìîñòè (òàáë. 3). Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå

ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì çíà÷åíèå ìåíüøå êðèòè÷å-

ñêîãî äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè á = 0,1, à ïîòîìó è äëÿ

âñåõ îñòàëüíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìî-

ñòè, òî íåò îñíîâàíèé îòêëîíÿòü ãèïîòåçó îäíîðîäíî-

ñòè. Êàê è ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ Âèëêîêñîíà

[2], ýôôåêò íå îáíàðóæåí, íóëåâóþ ãèïîòåçó àáñîëþò-

íîé îäíîðîäíîñòè ïðèíèìàåì.

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ,

ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü òî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ,

ïðîöåíòíûå òî÷êè è äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

äëÿ äâóõâûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêè Ñìèðíîâà Dm,n, à òàê-

æå ïîäðîáíûå òàáëèöû (ñì., íàïðèìåð, ðàçðàáîòàí-

íóþ ïîä íàøèì ðóêîâîäñòâîì ìåòîäèêó [5], ñîäåðæà-

ùóþ îïèñàíèå àëãîðèòìîâ, òåêñòû ïðîãðàìì è ïîä-

ðîáíûå òàáëèöû).

Îäíàêî ó êðèòåðèÿ Ñìèðíîâà åñòü è íåäîñòàòêè.

Åãî ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî â ñðàâíèòåëüíî íå-

áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê. ßñíî, ÷òî ïðèíèìàåìûå ýòîé

ñòàòèñòèêîé çíà÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû âåëè÷èíå

1�L, ãäå L — íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå îáúåìîâ âû-

áîðîê m è n. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñ-

òåò áîëüøèìè ñêà÷êàìè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðè-

ìåðà L — íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå 12 è 14, ò.å. 84.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàåìûå ñòàòèñòèêîé Ñìèðíîâà

âåëè÷èíû âõîäÿò â àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ øà-
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Òàáëèöà 2. Äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè D
m n,
�

Íîìåð ýëåìåíòà

â îáúåäèíåííîé

âûáîðêå

Ýëåìåíòû
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F
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r
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� 1
F x

r

n
m

( ) �

� 1
G

n
(x )

s

m

s

m
G x

n
� ( )

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 1 0 0 0,083 0,083

2 1 2 0,083 0 0,083 0

3 2 1 0,083 0,071 0,167 0,096

4 2 2 0,083 0,071 0,012 0,071

5 3 1 0,167 0,143 0,25 0,107

6 5 1 0,25 0,143 0,333 0,19

7 6 2 0,333 0,143 0,19 0,143

8 7 1 0,333 0,214 0,417 0,203

9 7 2 0,333 0,214 0,119 0,214

10 11 2 0,417 0,286 0,131 0,286

11 13 1 0,417 0,357 0,5 0,143

12 14 1 0,5 0,357 0,583 0,226

13 15 1 0,583 0,357 0,667 0,31

14 15 2 0,583 0,357 0,226 0,357

15 15 2 0,583 0,429 0,154 0,357

16 17 1 0,667 0,5 0,75 0,25

17 21 2 0,75 0,5 0,25 0,5

18 22 1 0,75 0,571 0,833 0,262

19 25 2 0,833 0,571 0,262 0,571

20 29 2 0,833 0,643 0,19 0,643

21 30 2 0,833 0,714 0,119 0,714

22 33 2 0,833 0,786 0,047 0,786

23 44 2 0,833 0,857 –0,024 0,857

24 47 2 0,833 0,929 –0,096 0,929

25 66 1 0,833 1,0 0,917 –0,083

26 97 1 0,917 1,0 1,0 0

Òàáëèöà 3. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è èñòèííûå óðîâíè çíà÷èìîñòè äëÿ äâóõâûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêè Ñìèðíîâà (m = 12, n = 14)

Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

è èñòèííûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè

Íîìèíàëüíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè, %

10 5 2 1

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (äðîáü) 39�84 43�84 47�84 52�84

Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (äåñÿòè÷íîå ÷èñëî) 0,464 0,512 0,559 0,619

Èñòèííûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè 8,7 4,4 2,0 0,8



ãîì 1�84 = 0,012. Èìåííî ïîýòîìó â ñáîðíèêå [4] êðè-

òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â âèäå äðîáè ñ çíàìåíà-

òåëåì L = 84.

Êðîìå òîãî, íå óäàåòñÿ âûäåðæàòü çàäàííûé óðî-

âåíü çíà÷èìîñòè. Ðåàëüíûé (äðóãèìè ñëîâàìè, èñòèí-

íûé) óðîâåíü çíà÷èìîñòè ìîæåò çíà÷èòåëüíî, äàæå â

íåñêîëüêî ðàç îòëè÷àòüñÿ îò íîìèíàëüíîãî (ïîäðîá-

íîìó îáñóæäåíèþ íåêëàññè÷åñêîãî ôåíîìåíà ñóùå-

ñòâåííîãî îòëè÷èÿ ðåàëüíîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè îò

íîìèíàëüíîãî ïîñâÿùåíà ðàáîòà [1]).

Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê ìîæíî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ äîêàçàííîé Í. Â. Ñìèðíîâûì â 1939 ã. òåîðå-

ìîé: â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê

lim ( ),
,

,
m n

m n
P

mn

m n
D y K y

&' &' �

(

)

*

+

,

-

.



ãäå

K y k y
k

k

( ) ( ) exp[ ]— � �

�'

'

/ 1 2
2

2

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà.

Ïîñêîëüêó [4] êâàíòèëü ïîðÿäêà 0,9 ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà ðàâåí 1,224, òî êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå äâóõâûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêè Ñìèðíîâà Dm,n,

ñîîòâåòñòâóþùåå óðîâíþ çíà÷èìîñòè 10 %, ïðè áîëü-

øèõ îáúåìàõ âûáîðîê èìååò âèä

1224, .
m n

mn

�

Ïðè m = 12, n = 14 ýòà ôîðìóëà äàåò 0,4815, â òî âðåìÿ

êàê òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî 0,464 (ñì. òàáë. 3). Âèäèì,

÷òî ïðèáëèæåíèå óäîâëåòâîðèòåëüíîå, ò.å. ðàññìàòðè-

âàåìûå îáúåìû âûáîðîê (áîëåå 10 ýëåìåíòîâ) ìîæíî

ñ÷èòàòü áîëüøèìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèë ïðèíÿòèÿ

ðåøåíèé íà îñíîâå çíà÷åíèé äâóõâûáîðî÷íîé ñòàòè-

ñòèêè Ñìèðíîâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóãèì óðîâíÿì

çíà÷èìîñòè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàíòèëÿìè

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà, âçÿòûìè èç

ñïðàâî÷íèêà [4]:

Âåëè÷èíà a 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99

Êâàíòèëü ïîðÿäêà a 1,07275 1,22385 1,35810 1,51743 1,62762

Êðèòåðèé òèïà ù
2 (Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà)

Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ òèïà ù2 äëÿ ïðîâåðêè îäíî-

ðîäíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê èìååò âèä

A
mn

m n
F x G x H x

m n m n


�

�
�

�'

'

0
( ( ) ( )) ( ),

2
d (4)

ãäå Hm + n(x ) — ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ,

) ��"*+'�,-��#".��".�,&-���/�"+��'�-0��	.���"�1-2 ((& 34(3&-�"0 56 :;

Òàáëèöà 4. Äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè A Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà

Íîìåð ýëåìåíòà

â îáúåäèíåííîé âûáîðêå

Ýëåìåíòû

âûáîðîê x

Íîìåðà

âûáîðîê
i r

i
– i (r

i
– i )2

j s
j
– j (s

j
– j )2

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 1 1 0 0

2 1 2 1 1 1

3 2 1 2 1 1

4 2 2 2 2 4

5 3 1 3 2 4

6 5 1 4 2 4

7 6 2 3 4 16

8 7 1 5 3 9

9 7 2 4 5 25

10 11 2 5 5 25

11 13 1 6 5 25

12 14 1 7 5 25

13 15 1 8 5 25

14 15 2 6 8 64

15 15 2 7 8 64

16 17 1 9 7 49

17 21 2 8 9 81

18 22 1 10 8 64

19 25 2 9 10 100

20 29 2 10 100 100

21 30 2 11 10 100

22 33 2 12 10 100

23 44 2 13 10 100

24 47 2 14 10 100

25 66 1 11 14 196

26 97 1 12 14 196



ïîñòðîåííàÿ ïî îáúåäèíåííîé âûáîðêå. Íåñëîæíî

óâèäåòü, ÷òî

H x
m

m n
F x

n

m n
G x

m n m n�


�

�

�

( ) ( ) ( ).

Ñòàòèñòèêà A òèïà ù2 áûëà ïðåäëîæåíà Ý. Ëåìà-

íîì â 1951 ã., èçó÷åíà Ì. Ðîçåíáëàòòîì â 1952 ã., à çà-

òåì è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Îíà çàâèñèò ëèøü îò

ðàíãîâ ýëåìåíòîâ äâóõ âûáîðîê â îáúåäèíåííîé âû-

áîðêå. Ïóñòü x1, x2, ..., xm — ïåðâàÿ âûáîðêà, �x
1

< �x
2

<

< ...< �x
m

— ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàöèîííûé ðÿä; y1,

y2, ..., yn — âòîðàÿ âûáîðêà, �y
1

< �y
2

< ... < �y
n

— ñîîò-

âåòñòâóþùèé åé âàðèàöèîííûé ðÿä. Ïîñêîëüêó ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê íåïðåðûâ-

íû, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà âñå âûáîðî÷íûå çíà÷å-

íèÿ ðàçëè÷íû, ñîâïàäåíèÿ îòñóòñòâóþò. Èç ôîðìóëû

(4) ïîëó÷èì [4]

A
mn m n

m r i n s j
mn

i

i

m

j

j

n
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!

"

"

#

$

%

%

�

�

 

/ /

1 4
2

1

2

1
( )

( ) ( )
1

6( )
,

m n�

ãäå ri — ðàíã �x
i

è sj — ðàíã �y
j

â îáùåì âàðèàöèîííîì

ðÿäó, ïîñòðîåííîì ïî îáúåäèíåííîé âûáîðêå.

Äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè A òèïà

ù2 (ñòàòèñòèêè Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà) ïðåäñòàâëåíû â

ðàçðàáîòàííîé íàìè òàáë. 4. Ñóììèðóÿ çíà÷åíèÿ â

ñòîëáöå 6, ïîëó÷àåì

( ) .r i
i

i

� 



/
2

1

12

598

Ñ ïîìîùüþ ñòîëáöà 9 íàõîäèì

( ) .s j
j

j

� 



/
2

1

14

880

Ñëåäîâàòåëüíî,

A 

1 � 1

1 1

�

1 1 �

1



12 598 14 880

12 14 26

4 12 14 1

6 26



�

�  � 

7176 12320

4368

671

156
4 4634 4 3013 01621, , , .

Èçâåñòíî [6], ÷òî (â îáîçíà÷åíèÿõ [4])

lim [ ] ( ),
,m inf n

P A x a x
& &'

( 
1

ãäå a1(x ) — ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ù2 (Êðàìåðà – Ìèçåñà – Ñìèðíî-

âà), èñïîëüçóåìîé äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ ýìïèðè-

÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííûì òåîðåòè÷åñêèì.

Êâàíòèëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ a1(x ) ïðèâåäå-

íû íèæå.

Âåëè÷èíà a 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99

Êâàíòèëü ïîðÿäêà a 0,245 0,347 0,461 0,620 0,743

Èçâåñòíî [4, 6], ÷òî â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Ëåìà-

íà – Ðîçåíáëàòòà ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæíî

ïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ âûáîðîê óìåðåííîãî îáúåìà (5 è 7,

6 è 7, 7 è 7, 8 è 8 è ò.ä.). Ïîñêîëüêó íàáëþäàåìîå çíà-

÷åíèå A = 0,1621 ìåíüøå ëþáîãî ïðèâåäåííîãî âûøå

êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, òî ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè

äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ âûáîðîê ñëåäóåò ïðèíÿòü.

Äëÿ êðèòåðèÿ òèïà ù2 (Ëåìàíà – Ðîçåíáëàòòà) íåò

âûðàæåííîãî ýôôåêòà ðàçëè÷èÿ ìåæäó íîìèíàëüíûìè

è ðåàëüíûìè óðîâíÿìè çíà÷èìîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ïðî-

âåðêè àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (ãèïîòåçà H0) ðåêîìåíäóåì ïðèìåíÿòü ñòàòèñòè-

êó A òèïà ù2. Åñëè ìåòîäè÷åñêîå, òàáëè÷íîå èëè ïðî-

ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ñòàòèñòèêè Ëåìàíà – Ðî-

çåíáëàòòà îòñóòñòâóåò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé

Ñìèðíîâà.
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